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TÓM TẮT 
Nghiên cứu đề xuất một bộ điều khiển thụ động kết hợp bộ quan sát trạng 

thái cho hệ thống cầu trục con lắc đôi. Động lực học của hệ thống được xây dựng 
bằng cách áp dụng phương trình Euler - Lagrange. Dựa trên phương trình động 
lực học, bộ điều khiển được xây dựng cho phép hệ thống di chuyển tải trọng tới vị
trí mong muốn đồng thời giảm rung lắc. Bộ điều khiển đảm bảo tính ổn định theo 
tiêu chuẩn Lyapunov. Mô phỏng được thực hiện để xác thực tính chính xác và hiệu 
quả của bộ điều khiển. Do yêu cầu về độ chính xác về vị trí, góc dao động nhỏ, thời 
gian đáp ứng không quá lớn nên bộ điều khiển phải có chất lượng cao và phù hợp 
với từng hệ thống. 

Từ khóa: Cầu trục, điều khiển thụ động, bộ quan sát trạng thái. 

ABSTRACT 
The study proposes a passive controller combined with a state observer for 

the double pendulum crane system. The dynamics of the system are built by 
applying the Euler-Lagrange equation. Based on the equation of dynamics, a 
controller is built that allows the system to move the load to the desired position 
while reducing vibration. The controller ensures stability according to Lyapunov 
standards. Simulation is performed to validate the accuracy and efficiency of the 
controller. Due to the position accuracy requirements, slight oscillation angle, and 
transit time of the crane, the controller must be of high quality and suitable for 
each system. 
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1. GIỚI THIỆU 
Trong bối cảnh phát triển mạnh mẽ của khoa học kỹ 

thuật, các đối tượng điều khiển trong công nghiệp ngày 
càng phức tạp và đòi hỏi sự thích ứng của các hệ điều khiển. 
Hệ thống cầu trục là một trong những đại diện tiêu biểu, ứng 
dụng phổ biến trong nhiều lĩnh vực như công nghiệp vận tải, 
nhà máy luyện kim, trong các cảng biển, kho bãi, xây dựng 

lắp đặt,... với chi phí lắp đặt thấp, dễ dàng trong công việc 
thay thế và bảo trì hệ thống. Vì vậy việc nghiên cứu, phát 
triển hệ thống cầu trục thu hút sự quan tâm lớn của các nhà 
khoa học trong nhiều thập kỉ gần đây. Trên thế giới đã có 
nhiều công trình nghiên cứu về động lực học và điều khiển 
cầu trục bao gồm mô phỏng và thực nghiệm, nhiều thuật 
toán điều khiển được sử dụng trong nghiên cứu điều khiển 
cần trục, mỗi thuật toán điều khiển đều có những ưu nhược 
điểm khác nhau. Điều khiển tuyến tính (Linear Control) [1], 
bộ điều khiển tuyến tính khó đáp ứng được cho hệ cầu trục 
khi tính đến ma sát hay sự thay đổi của dây treo. Điều khiển 
phi tuyến (Non-linear Control) [2], bộ điều khiển phi tuyến 
cũng cần phải xác định chính xác mô hình điều khiển. Điều 
khiển tối ưu (Optimal Control) [3], với điều khiển tối ưu tập 
trung vào tối ưu về thời gian, năng lượng. Tuy nhiên, thuật 
toán này không tập trung cải thiện chất lượng (độ rung lắc, 
độ quá điều chỉnh,...). Điều khiển bền vững (Robust Control) 
[4], với ưu điểm không cần mô hình chính xác. Điều khiển 
thích nghi (Adaptive Control) [5], có khả năng thích nghi với 
sự thay đổi của thông số hệ thống và nhiễu tác động. Điều 
khiển trượt (Sliding mode control) [6] và điều khiển hiện 
đại/điều khiển thông minh (Modern Control/Intelligent 
Control) [8, 9], các bộ điều khiển thông minh có khả năng 
thích nghi và không bắt buộc phải có mô hình chính xác của 
đối tượng điều khiển. Bộ điều khiển MPC (Model Predictive 
Control) [10], có ưu điểm của nó trong việc giải quyết ràng 
buộc của hệ thống. 

 Hệ thống cầu trục con lắc kép với tính chất hụt cơ cấu 
chấp hành có khả năng di chuyển theo phương ngang cũng 
như nâng chuyển theo phương thẳng đứng. Hệ thống nâng 
chuyển có thể được gắn cố định trong nhà xưởng hoặc được 
đặt trên bệ di động để tăng tính linh hoạt. Do thiết kế cơ khí 
của cơ cấu nâng chuyển và tính mềm của dây cẩu dẫn đến 
sự rung lắc của tải trọng trong quá trình vận hành làm giảm 
hiệu suất, độ an toàn của cơ cấu nâng chuyển, người và các 
thiết bị xung quanh. Trong nghiên cứu này, chúng tôi sử 
dụng mô hình cầu trục con lắc kép trong không gian 2D với 
4 bậc tự do bao gồm chuyển động của xe và 2 chuyển động 
của hai tải trọng.  
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Trong bài báo này, phương pháp điều khiển điều khiển 
thụ động kết hợp bộ quan sát trạng thái để cải thiện chất 
lượng điều khiển của hệ thống, nâng cao hiệu suất làm việc 
được đề xuất, triển khai. Nghiên cứu thực hiện xây dựng mô 
hình cầu trụ kiểu con lắc kép trong không gian hai chiều trên 
phần mềm Matlab/Simulink. 

2. MÔ HÌNH ĐỘNG LỰC HỌC CỦA HỆ THỐNG 
Cầu trục kiểu con kép trong không gian 2D được mô tả 

trong hình 1. 

 
Hình 1. Mô hình hóa cầu trục kiểu con lắc kép 

Trong mô hình cầu trục kiểu con lắc kép trọng lượng của 
xe đẩy được kí hiệu là m (kg), trọng lượng móc treo là m1, 
trọng lượng của tải trọng là m2, lực tác dụng lên xe đẩy F(N), 
góc dao động của móc so với phương thẳng đứng là θ1, góc 
dao động của tải trọng so với phương thẳn đứng là θ2 và vị 
trí của xe theo phương ngang là x(m). 

Xuất phát từ phương trình Lagrange ta có : 

i
ii

d L L T
qdt q

 
 
 
 

  


                                               
(1)

 

Trong đó: L là lagrange, qi là tọa độ tổng quát, Ti là ngoại 
lực tác dụng 

L được tính theo công thức: L = K – P                                  (2) 

Trong đó: K là động năng của hệ, P là thế năng của hệ. 

Từ hình 1 ta được động năng của hệ được tính bằng: 

   2 2 2 2 2
1 1x 1y 2 2x 2y

1 1 1K mx m v v m v v2 2 2                              (3) 

Trong đó: v1x, v1y là vận tốc móc treo theo hướng x và y. 

                    v2x, v2y là vận tốc tải trọng theo hướng x và y. 

1x 1 1 1 1y 1 1 1

2x 1 1 1 2 2 2 2y 1 1 1 2 2 2

v x lθ cosθ v l θ sinθ

v x l θ cosθ l θ cosθ v lθ sinθ l θ sinθ

  

    

 

   

   (4) 

Thế năng của hệ được tính: 

1 1 1 2 1 1 2 2P m gl (1 cosθ ) m g l (1 cosθ ) l (1 cosθ ) 
                  (5) 

Phương trình Lagrange cho hệ cầu trục kiểu con lắc kép 
là: 

     

   

2 2 2 2 2
1 1x 1y 2 2x 2y 1 1

2 1 1 2 2

L K P
1 1 1mx m v v m v v mgl 1 cosθ
2 2 2
m g l 1 cosθ l 1 cosθ 

 

 

      

   


  

 (6)
 

d

dt
�

∂L

∂ẋ
� −

∂L

∂x
= (m + m� + m�)ẍ + (m� + m�)l�θ̈� cos θ� 

                                −(m� + m�)l�θ̇�
� sin θ� + m�l�θ̈�

�
cos θ� 

                          −m�l�θ̇�
� sin θ� = F                                         (7)  

2
1 2 1 1 1 2 1 1

11

2
2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

d L L (m m )l xcosθ (m m )l θ
dt θθ

m ll θ cos(θ θ ) m ll θ sin(θ θ )
(m m )gl sinθ 0

 
 
 
 

     


   
  




         (8) 

2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2

22

2
2 1 2 1 1 2 2 2 2

d L L m l xcosθ m l θ m ll θ cos(θ θ )
dt θθ

m ll θ sin(θ θ ) m gl sinθ 0

 
 
 
 

     


   

 




   
(9) 

Từ công thức (7), (8), (9) ta được các hệ phương trình 
động học của hệ là: 

   

 

   

 

   

    

   

    

    



 

 

 





2
2 12 1 1 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 2

2
1 2 1 1 1 2 1 1 2 12 2 1 2

2
2 12 2 1 2 1 2 1 1

2 2

m l l θ sin(θ θ ) m gl sinθ 0

m m m x m m l θ cosθ m l θ cosθ

m m l θ sinθ m l θ sinθ f

m m l xcosθ m m l θ m l l θ cos(θ θ )

m l l θ sin(θ θ ) m m gl sinθ 0

m l










   

   


 



2
2 2 12 1 1 2 2 2 2

2
2 12 1 1 2 2 2 2

xcosθ m l l θ cos(θ θ ) m l θ

m l l θ sin(θ θ ) m gl sinθ 0

  

(10)

 

Mô hình được xây dựng dưới dạng ma trận như sau: 
Phương trình trạng thái của hệ cầu trục con lắc kép có 

dạng [1]: 

     M q q C q,q q G q τ                                                (11) 

Trong đó: 

 
T

1 2q x θ θ là một vector của các biến tọa độ suy rộng. 

 
Tτ F 0 0 là một vector chứa lực tổng quát. 

M(q) là ma trận quán tính 3x3. 

 C q,q q   là vector chứa các momen hướng tâm. 

G(q) là vector của lực hấp dẫn. 
g là gia tốc trọng trường, g = 9,8m/s2.  

Các ma trận M(q),  C q,q q  , G(q) được xác định: 

 

 

     

 

1 2 1 2 1 1 2 2 2

2
1 2 1 1 1 2 1 2 12 1 2

2
2 2 2 2 12 1 2 2 2

m m m m m l cosθ ml cosθ

M q m m l cosθ m m l mll cos θ θ

ml cosθ mll cos θ θ ml

   
 

    
 

 

  (12) 

 

 

 

 

1 2 1 1 1 2 2 2 2

2 1 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2

0 m m l θ sinθ m l θ sinθ

C q,q 0 0 m l l θ sin θ θ

0 m l l θ sin θ θ 0

   
 

  
 

   

 





  (13) 

   
T

1 2 1 1 2 2 2G q 0 m m gl sinθ m gl sinθ                 (14) 
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3. THUẬT TOÁN ĐIỀU KHIỂN HỆ THỐNG 
3.1. Bộ điều khiển thụ động (PBAC: Passivity - Base Anti - 
sway Control) 

Tính thụ động là một trong những khái niệm hấp dẫn 
nhất về mặt vật lý trong lý thuyết hệ thống và đã được sử 
dụng như một công cụ cơ bản trong việc phát triển các 
công cụ điều khiển cho các hệ thống tuyến tính và phi 
tuyến. Điều khiển theo nguyên lý thụ động là thuật toán 
điều khiển dựa trên đặc tính thụ động của hệ thống với 
mục tiêu làm cho hệ kín cũng là một hệ thụ động với hàm 
lưu trữ năng lượng mong muốn [12 - 15]. Hệ thống cầu trục 
treo kiểu con lắc kép là hệ thụ động [11] có tổng năng 
lượng của hệ thống được xác định bởi động năng cộng với 
thế năng như sau: 

     T1
E q,q q M q q P q

2
                                               (15) 

Trong đó:  T1
q M q q

2
   là động năng của hệ, P(q) là thế 

năng của hệ. 

Thực hiện đạo hàm (15) với thời gian t ta được: 

T T T T1 1
E(q,q) q q [M(q) 2C(q,q)]q q q N(q)q

2 2
                (16) 

Trong đó:      N q,q M q 2C q,q   là ma trận đối xứng 

xiên do đó Tq .N(q).q 0   

Công thức (16) trở thành: TE(q,q) q τ                                 (17) 

Với T
1 2q [x,θ ,θ ] , [ ,0,0]Tτ f  thay vào (17) ta được: 

E(q,q) xf                                                                          (18) 

Tích phân 2 vế của phương trình ta được: 
t t

0 0

xfdt E(q,q)dt E(q(t),q(t)) E(q(0),q(0))                         (19) 

Do E(q(t),q(t)) 0 , công thức (19) có thể viết thành: 
t

0

xfdt E(q(0),q(0))                                               (20) 

Ta thấy       
t

f x E q 0 ,q 0    , từ định nghĩa về tính thụ 

động công thức (19) chỉ ra rằng hệ thống cầu trục kiểu con 
lắc kép bị động đối với đầu vào f và đầu ra ẋ . Do đó, có thể 
phát triển bộ điều khiển chống rung thông qua thuộc tính 
của sự thụ động. 

Chọn hàm Lyapunov: 

2 2
1 2 d 3 d

1 1
V(q,q) k x k (x x ) k (E(q,q) P(q ))

2 2
              (21) 

Trong đó:  xd là vị trí đặt mong muốn (m). 

                     k1, k2, k3 là các hằng số. 

                     P(qd) là thế năng tại vị trí mong muốn. 

Đạo hàm V(q,q)  theo thời gian ta được: 

   1 2 d 3V(q,q) k xx k x x x k E q,q                                (22) 

Ta thay thế công thức (18) vào công thức (22) ta được: 

 

  
1 2 d 3

1 2 d 3

V(q,q) k xx k x x x k xf

x k x k x x k f

   

   

    

 
                                      (23) 

Để đảm bảo ổn định vòng kín Lyapunov thì hàm mong 
muốn là: 

2
4V(q,q) k x                                                                          (24) 

Trong đó: k4 là một hằng số dương 

3.2. Bộ quan sát trạng thái (ESO: extended state 
observation) 

Trong phương trình động lực học phi tuyến, một số biến 
trạng thái như vận tốc của con lắc hoặc xe đẩy (q̇) khó có thể 
đo được. Bộ quan sát trạng thái (ESO) được thiết kế để xử lý 
nhiễu loạn bên trong, không chỉ quan sát các biến trạng thái 
mà còn ước tính phần phi tuyến không chắc chắn của hệ 
thống và nhiễu loạn [16]. 

Trong một bộ quan sát được thiết kế, các biến trạng thái 
được định nghĩa như sau: 

x� = q; x� = q̇                                                                          (25) 

Từ phương trình (11), động lực học của hệ thống có thể 
viết lại dưới dạng: 

�

x� = q
ẋ� = x�

ẋ� = H�(q)F − H��(q)(C(q, q̇) + G(q) + D)
              (26) 

Trong đó, D là nhiễu ảnh hưởng đến cầu trục,  

D = �d�, d��
, d��

�
�

  

đặt f(q, q̇, t) = H�(q)F − H��(q)(C(q, q̇) + G(q) + D)̇   

vector hàm phi tuyến f(q, q̇, t) ∈ ℜ3×1 biểu diễn cả phần 
phi tuyến bất định và nhiễu loạn gọi là nhiễu toàn phần. Lúc 
này nhiễu loạn toàn phần trở thành biến trạng thái mở rộng 
f(q, q̇, t) = x� của hệ thống. 

Giả thiết (*) nhiễu tổng f(q, q̇, t) và đạo hàm của nó giả 
định có giới hạn và liên tục. 

Công thức (26) được viết lại: 

�

ẋ� = x�

ẋ� = x� + H��(q)F
ẋ� = ς(t)

                                                              (27) 

Trong đó, ς(t)  là đạo hàm của f(q, q̇, t) . Các biến zi  

được định nghĩa là các biến quan sát của biến trạng thái xi,  
(I = 1 -3). Do đó, sai lệch của bộ quan sát e� = z� − x� là xác 
định. Dựa vào công thức (27) công thức bộ quan sát được 
viết lại như sau: 

�

ż� = z� − Λ�e�

ż� = x� + H��(q)F
ż� = −Λ�Fal�

− Λ�Fal�                                           (28) 

Trong đó Λ�, Λ�, Λ�, là các ma trận dương có kích thước 
3x3. Fal1 và Fal2 là các hàm của e1 được xác định theo công 
thức: 
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Fal�(e�, γ, δ) = �

��

�����

⌈e�⌉��sign(e�)
,
max⌈e�⌉ ≤ δ

max⌈e�⌉ > δ

Fal�(e�, γ, δ) = �

��

�����

⌈e�⌉��sign(e�)
,
max⌈e�⌉ ≤ δ

max⌈e�⌉ > δ

              (29) 

Trong đó, δ, γ�, γ�  là các tham số dương trong đó 
γ�ϵ(0,1) và γ�ϵ(0,1) 

Từ công thức (28), (29) ta có công thức tính sai lệch của 
bộ quan sát ESO. 

�

ė� = e� − Λ�e�

ė� = e� − Λ�Fal�

ė� = ς(t) − Λ�Fal�

                                                              (30) 

Sai số trong phương trình động học được đề cập trong 
giả thiết (*) sẽ xấp xỉ về 0 nếu các hệ số trong ma trận Λ� 
đủ lớn. 

Chứng minh: Xét hàm Lyapunov: 

V��� =
�

�
e�

�K�e� +
�

�
e�

�K�e� +
�

�
e�

�K�e�                   (31) 

Trong đó K�, K�, K� là các hằng số dương. Đạo hàm của 
hàm Lyapunov (31) là: 

V̇��� = e�
�K�ė� + e�

�K�ė� + e�
�K�ė�                           (32) 

Thay (30) vào (32) được: 
V̇��� = −e�

�K�Λ�e� + e�
�K�e�−e�

�K�Λ�Fal� 
               −e�

�K�Λ�Fal� + e�
�K�e� − e�

�K�ς(t)   
Nếu lựa chọn tham số Λ�đủ lớn thì V̇ < 0  thì sai lệch sẽ 

tiến về 0 và tính ổn định của ESO được chứng minh. 

4. MÔ PHỎNG VÀ KẾT QUẢ 
Mô phỏng thực hiện hai trường hợp khi không có bộ 

quan sat ESO và trường hợp có bộ quan sát ESO trong hai 
giai đoạn: giai đoạn 1 trong 10s đầu tiên, vị trí xe được đặt 
tại vị trí cách vị trí ban đầu là 0,6m. Giai đoạn 2 là trong 10s 
tiếp theo, xe di chuyển về vị trí ban đầu tương ứng với vị trí 
đặt và cả trong hai giai đoạn thì góc dao động của móc treo 
và tải trọng phải luôn nằm trong giá trị cho phép là 

110 θ 10     . Thông số được sử dụng trong bài mô phỏng 
được trình bày tại bảng 1. 

Bảng 1. Thông số của hệ thống khi không sử dụng bộ điều khiển 

STT Thông số Kí hiệu Giá trị Đơn vị 
1 Khối lượng xe con m 0,5 Kg 
2 Khối lượng móc m1 0,25 Kg 
3 Khối lượng tải trọng m2 0,5 Kg 
4 Chiều dài dây l1 l1 0,5 m 
5 Chiều dài dây l2 l2 0,5 m 
6 Lực tác dụng max Fmax F 1 N 
7 Gia tốc trọng trường g 9,81 m/s2 

Kết quả thu được về quỹ đạo chuyển động của xe chỉ ra 
trên hình 3, với bộ điều khiển thụ động có dùng bộ quan sát 
đã đưa xe đến vị trí đặt trong khoảng thời gian 4,5s và có 
xuất hiện một lần vọt lố khoảng 0,4m. Với bộ điều khiển thụ 
động không có bộ quan sát, xe con được đưa đến vị trí đặt 
trong khoảng thời gian 2,5s và không xuất hiện sự quá điều 
chỉnh trong suốt quá trình di chuyển. 

 

 
Hình 2. Sơ đồ khối hệ thống điều khiển cầu trục kiểu con lắc kép  

 
Hình 3. Quỹ đạo của xe trong hai trường hợp 

Hình 6 và 7 là vận gốc góc dao động của móc treo và tải 
trọng tương ứng. Ta thấy rằng, khi dùng bộ điều khiển 
không có bộ quan sát sẽ cho giá trị độ vọt lố ban đầu đều 
lớn khoảng 0,7 rad/s, nhưng thời gian quá độ lại ngắn hơn là 
4s. Khi có bộ quan sát độ quá điều chỉnh ban đầu là nhỏ hơn 
0,45 rad/s nhưng thời gian đi đến ổn định tại dài hơn nhiều 
vào khoảng 7,5s. 

 
Hình 4. Góc dao động của móc treo 

Góc dao động của móc treo được thể hiện trong hình 4. 
Với bộ điều khiển thụ động có dùng bộ quan sát, góc dao 
động của trọng tải đã luôn giữ được góc dao động luôn nằm 
trong phạm vi cho phép là 110 θ 10      và đã đưa móc 
treo về trạng thái ổn định sau 8s nhưng vẫn xuất hiện nhiều 
lần đổi chiều chuyển động của móc treo, với bộ điều khiển 
thụ động không dùng bộ quan sát, mặc dù góc dao động 
ban đầu có lớn hơn so với khi dùng bộ quan sát nhưng thời 
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gian quá độ lại ngắn hơn là 3,5s và số lần đổi chiều chuyển 
động của móc treo cũng ít hơn. 

 
Hình 5. Góc dao động của tải trọng 

Kết quả về góc dao động của tải trọng trong quá trình 
vận chuyển hàng khi sử dụng bộ điều khiển thụ động không 
kết hợp với bộ quan sát, góc dao động ban đầu của tải trọng 
có độ lớn lớn hơn nhưng thời gian quá độ ngắn hơn là 3,5s 
và số lần chuyển chiều chuyển động của móc treo cũng ít 
hơn nhiều so với khi sử dụng bộ quan sát được thể hiện như 
hình 5. 

 
Hình 6. Vận tốc góc của móc treo 

 
Hình 7. Vận tốc góc của tải trọng 

Các kết quả mô phỏng trong hình 6, 7 cho thấy khi dùng 
bộ điều khiển không có bộ quan sát sẽ cho giá trị độ quá 
điều chỉnh ban đầu đều lớn khoảng 0,7 rad/s, nhưng thời 
gian quá độ lại ngắn hơn là 4s. Khi có bộ quan sát độ quá 
điều chỉnh ban đầu là nhỏ hơn 0,45 rad/s nhưng thời gian đi 
đến ổn định dài hơn khoảng 7,5s. 

5. KẾT LUẬN 

Bộ điều khiển PBAC kết hợp bộ quan sát ESO là một giải 
pháp điều khiển hệ cầu trục kiểu con lắc kép mang lại hiệu 
quả nhất định về khắc phục hiện tượng dao động của tải 
trọng, bám quỹ đạo đặt, thời gian đưa xe đến vị trí đặt nhanh, 
giảm sự cồng kềnh của hệ thống và chi phí thiết bị đo lường 
mà vẫn đảm bảo thông số quan sát chính xác. Tuy nhiên kết 
quả đáp ứng tốc độ vẫn còn độ quá điều chỉnh, thời gian xác 
lập vẫn còn chậm. Đây là một công trình nghiên cứu khoa 
học đã góp phần thêm vào việc hoàn thiện các nghiên cứu 
điều khiển hệ thống cầu trục. 
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